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低耗散TVD 格式及叶轮机内低
马赫数流动模拟
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摘要: 推导了条件化预处理矩阵在守恒变量下的形式 ,以及三维任意曲线坐标系下的相应的系统特征值与特

征矩阵。根据预处理技术修正了任意曲线坐标下的Harten- T VD 格式, 得到低耗散TVD 格式,并讨论了抑制

了压力速度失耦的方法。分别使用修正后低耗散格式与未修正的格式,对高负荷低压涡轮叶栅T 106 内低速流

动: 进口马赫数分别为0. 1, 0. 01 和0. 001,进行数值模拟。计算表明,未修正格式不能得到有意义的结果,而修

正后的低耗散格式, 即使在极低的马赫数流动下, 也工作良好。同时可以注意到:对于无粘流动,三种进口马

赫数条件下, 流场内等压线分布几乎是一致的。
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Low Diffusion TVD Schemes and Simulation

of Low Mach Number Flow in Turbomachinery

LI Xue-song , XU Jian-zhong

( Inst itute o f Eng ineer ing Thermophysics,

Chinese Academy o f Sciences, Beijing 100080, China)

Abstract: The precondit ioning matrix in conservat ion variables w as derived fr om the

pr im itive variables of pr essure and entropy , and the resultant eigenvalues and eig envector s of

the precondit ioned system were deduced in three dimensional curvilinear coordinates.

Specially , the feature matr ix given in thr ee dimensional curvilinear coordinates w as simple

and could be inversed in any case. T hen, the low dif fusion Harten-T VD scheme in the

curvilinear coordinates w as obtained based on pr econdit ioning, and the method enfo rcing the

pr essure/ velocity coupling w as discussed. U sing schemes w ith and w ithout precondit ioning ,

low-pressure turbine blade T 106 at low Mach number f low , i. e. inlet mach numbers w ere

0. 1, 0. 01, 0. 001 r espect ively, w as simulated. T he converg ence histories w er e considered

first ly. It could be no ticed that the converg ence rate increased obviously w ith

pr econdit ioning. The converg ent results indicate that low dif fusion scheme w ith

pr econdit ioning can recover features o f low mach flow but scheme w ithout preconditioning

can't . T he reason w as that the modif ied eig envalues of precondit ioned system w ere

pr opo rt ional to the part icle velocity approx imately, not acoustic velocity, that agreed w ith

real flow characters in low speed f low s. How ever , high convergence rate and high accuracy

w er e gained because of low diffusion and low equat ion st if fness. It w as also not iced that the



distr ibution of equi-pressure contours for these three inlet mach numbers w ere almost

undist inguishable fo r inviscid flow .

Key words: aerospace propulsion system; pr econdit ioning; low dif fusion; Harten-

T VD; turbine; low M ach number flow

　　可压缩流动和不可压缩流动的计算一直是计

算流体力学( CFD)两个相对独立的研究领域, 有

着各自的主要困难和解决方法。对于不可压缩流

动,由于缺少明显的计算压力的方程,方程组也不

再是进化形式, 因而难以采用较成熟的时间推进

方法,这造成了不可压缩流动的计算困难, 其发展

还远不如可压缩流动成熟。目前求解不可压N-S

方程的主要方法有: Simple 系列方法、MAC 法、

投影法、拟压缩性法。对于可压缩流动,主要的困

难在于激波的捕获,由此发展出了一大批行之有

效的激波捕获格式,如各种TV D、ENO 格式等。

多年来, 可压缩流与不可压缩流领域内的科

学家们,都在努力将各自的方法,延伸到对方的领

域中去。这是因为:一方面,实际工作中可压流与

不可压流问题都是会遇到的,而工程师们总是希

望用一套程序,解决遇到的所有问题,同时开发维

护思路相当不同的两套代码,是不容易的。另一方

面,实际流动中会出现可压不可压流动混和的情

况。例如,对于理想气体,一般认为其马赫数低于

0. 3即可视为不可压流动, 因而当高速的空气流

场中出现旋涡或其它低速区时,就是可压不可压

流动混和问题。经验表明当低速区所占区域较小

时,计算一般不受影响, 但当低速区较大时, 收敛

性与精度均受很大影响。

对于可压缩流, 依据黎曼问题发展出的各种

激波捕获格式, 已被广泛的应用并取得了巨大的

成功。但是, 它们难以直接应用到低马赫数流动,

也就是不可压流动中去。这是因为,激波捕获格式

的数值粘性是根据系统特征值建立的,包含声速

项。这使得即使流动速度趋于0,声速仍将造成较

大的数值耗散,这是与物理实际不符的。

这一困难可以通过应用文献[ 1～4]发展的条

件化预处理技术来克服,即对格式进行改造,从而

获得低耗散的激波捕获格式。经过改造后的格式,

耗散特性与真实不可压流动相似
[ 5]
,从而在低马

赫数流动下的计算精度得以提高。下文将使用预

处理技术,改造Harten- T VD 格式,并应用在叶

轮机内低马赫数流动中。

1　预处理方程及其特征值与

　　　　　特征矩阵

　　预处理技术就是在N-S 方程组时间项上乘以

预处理矩阵,从而改变系统特征值,进而改变格式

的数值耗散。不妨采用欧拉方程,三维任意曲线坐

标系(�, �,  )下,守恒形式的预处理方程如下:

!- 1 �Q-

� ∀ +
�F-

��+
�G-

�� +
� H-

� �= 0 ( 1)

其中:W- 为守恒变量, F- , G- 和H
- 为对流通量,其具

体形式可以参见一般的计算流体力学讲义。!为
守恒形式下的预处理矩阵。

在以压力、熵定义的基本变量:

W = [ p　u　v　w　S ]
T

下,取预处理矩阵形式为对角阵
[ 1]
:

!0 = diag [#　1　1　1　1]

这与文献[ 3]所提出的预处理矩阵本质上是一致

的。对于欧拉流, #可取:

#= min[ max ( ∃,Ma
2
) , 1] ( 2)

其中: Ma为当地马赫数, 为一小量。N-S 方程下

的#形式可见文献[ 1]。
考虑到程序应兼顾可压流与不可压流计算,

对于可压缩流,使用守恒形式,是正确计算激波所

必须的,也更有利于全局变量,如流量的守恒。而

不可压缩流虽然使用基本变量计算较为常见, 但

预处理后使用守恒变量也不会引起问题。因而, 使

用守恒变量求解方程, 预处理矩阵!0也需变换到
守恒变量下的形式:

! = �Q
-

�W !0
�W

�Q-
( 3)

其中: � Q-/ �W与�W/ �Q- 的具体形式可参见文献
[ 4]。

以下得出新的系统特征值和特征矩阵。这里

仅给出 �方向的值,其它两个方向可以通过对称
性得到。

!
�F-

� Q-
的特征值为:

a1, 2, 3 = U g　,　a4 = U
~
g - c

~

a5 = U
~
g + c

~ ( 4)
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其中:

Ug = �xu + �yv + �zw

U
~
g = 0. 5( 1 + #) Ug

c
~= g11c

2#+ [ 0. 5( 1 - #) Ug ] 2

g 11 = �2x + �2y + �2z
式中: c为声速, c~可视为伪声速。

可以看到,在低速流条件下,伪声速与流速同

量级。当流速趋于0时,所有的特征值都趋于0。

系统的特征矩阵并不唯一。与一维、二维计算

不同的是,三维曲线坐标下不同形式的特征矩阵,

其逆矩阵未必存在,这对计算是不利的。以下推导

给出的系统相应右特征矩阵,其逆矩阵必然存在,

而且形式上较为简单, 可以减少计算量:

R =

�x �y �z 1 1

�xu �yu - �z �zu + �y u′- �xc′ u′+ �x c′
�x v + �z �y v �zv - �x v′- �yc′ v′+ �y c′

�xw - �y �yw + �x �zw w′- �zc′ w′+ �zc′
�zv - �yw + 0. 5V 2

M�x �xw - �zu + 0. 5V 2
M�y �yu - �xv + 0. 5V 2

M�z H′- c′U g H′+ c′Ug

( 5)

其中:

V
2
M = u

2 + v
2 + w

2　,　u′= u - 0. 5
∃xUg

g11
#-

#　,　v′= v - 0. 5
∃yU g

g11
#-

#

w′= w - 0. 5
∃zUg

g 11

#-

#　,　c′=
c
~

g11#　, 　H′=
c
2

%-
+ 0. 5V 2

M - 0. 5
U

2
g

g11
#-

#

#-= #- 1　, 　%- = %- 1

式中: %为绝热指数。
可以注意到,当#= 1时,特征值、特征向量都

恢复到无预处理时的形式。这也就是说,当流动超

声速时,预处理将不再起作用。预处理与正常形式

在Ma= 1处光滑接合。

2　Harten- TVD格式的修正

　　H ar ten- TVD 格式的数值通量可以写为如

下形式:

F
~
i+ 1/ 2 = F

~
i+ 1/ 2, c + F

~
i+ 1/ 2, n ( 6)

其中, F~i+ 1/ 2, c代表二阶中心差分, F~ i+ 1/ 2, n代表数值

粘性。考虑预处理,修正后F
~
i+ 1/ 2, n的表示如下:

F
~
i+ 1/ 2, n =

1
2
!- 1
i+ 1/ 2Ri+ 1/ 2 �

[ gi+ 1 + g i - &( a( l)i+ 1/ 2 + ∋ ( l)i+ 1/ 2)(i+ 1/ 2 ] ( 7)

其中:

(i+ 1/ 2 = R
- 1
i+ 1/ 2)Q- i+ 1/ 2

R为公式( 5)所定义。g, a, ∋ 和&的定义形式上与
文献[ 6]一致,但所涉及的特征值应改为由公式

( 4)定义。修正前的格式,耗散中声速项不变,在低

速流下将造成大的耗散。而新的系统特征值,在低

速流条件下与流速基本成正比,声速的影响随流

速降低而降低, 因此改造后的格式具有低耗散的

性质。

F
~
i+ 1/ 2, c一般由下式定义:

F
~
i+ 1/ 2, c =

F
~
i+ 1 + F

~
i

2 ( 8)

　　考虑到压力速度失耦问题, 参考AU SM 格式

的做法[ 7, 8] ,可将其改为:

F
~
i+ 1/ 2, c = J i+ 1/ 2 UQ

~
i+ 1/ 2 + P i+ 1/ 2 ( 9)

其中:

U 1 = U g, i+ 1/ 2 -

c2
∗0u0 g11, i+ 1/ 2 ( p i+ 1 - p i)

∗0为参考密度, u0 为参考速度。

Q
~ = [∗　∗u　∗v　∗w　∗E + p ]

T

而

Pi+ 1/ 2 = [ 0　�xp　�yp　�zp　0] Ti+ 1/ 2

　　上式通过 c2 ,在交界面流速中引入压力差的

影响, 从而强制压力与速度耦合。下面对 c 2的取

值进行讨论。c 2可取为常数,取大值有利于更有

效的抑制压力与速度失耦, 但对精度有不利影

响,一般不大于0. 04。实践表明, c2取得过小, 计

算易发散,这是因为未能抑制失耦; c 2取得过大,

计算也会发散, 这是由于误差过大的缘故。另一

个经验是,相同条件下, 对于粘性流的计算, c2 取
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值需要比欧拉流大些, 这是因为粘性流场中存在

更多低速区域。对于不同的问题, c2 的具体取值

需通过实践确定。对于本文算例,当c2 取0. 005～

0. 03范围之内时, 计算可以稳定, 而且计算结果

基本没有区别。

通过计算实践发现,在不采用预处理的情况

下,使用公式( 8)和( 9)收敛性和计算精度基本一

致。而对低速流采用预处理,公式( 8)经常导致计

算发散,尤其是在粘性流计算中。而公式( 9)则可

以让计算收敛。这是因为, 不采用预处理时,即使

是在低速流区域,由于过大的数值粘性导致相当

大的人工压缩性, 压力速度失耦问题并不出现。而

采用预处理后, 低耗散格式的数值特性类似于真

实的低速流特性, 计算失耦问题也就随之出现, 公

式( 8)不能抑制失耦,压力就容易发散,而公式( 9)

则可以很好的抑制失耦,从而保证计算收敛。

3　叶轮机内低马赫数流动模拟

　　叶轮机流速通常较高,进行CFD计算时, 经

常采用的是各种激波捕获格式。然而,叶轮机械内

不可压缩流动问题也是不可忽略的。除了水轮机

外,以空气、燃气等理想气体为工质的叶轮机械内

也存在低马赫数工况,如低压涡轮、风力机械等。

因而,修正激波捕获格式,改善其在低马赫数流动

下的计算精度,是很有必要的。以下将以高负荷低

压涡轮叶栅T106无粘流动为例,讨论预处理的作

用。

考虑到低马赫数流动进出口压差较低, 计算

机截断误差的影响已不可忽略
[ 2]
。本文的解决方

法是,采用双精度计算。网格数流向为98, 纵向为

40。

图1给出了进口马赫数为0. 1, 0. 01和0. 001

时,分别采用无预处理修正格式和有预处理修正

格式计算时的收敛情况。可以看到,采用未用预处

理修正的“原始”的Harten- T VD格式,残差收敛

较慢,尤其是下降2个数量级左右后,收敛速度变

的更为缓慢。而且可以注意到, 当进口流速越低,

收敛越慢。这是由于在低速流条件下,系统矩阵为

病态阵,即声速远大于流速。而采用预处理格式,

虽然不同流速条件下收敛情况略有差别,但都较

快。这是因为此时系统特征值被修正而类似于高

速流,即伪声速与流速相差不大。由此可以认识

到,预处理可以加快低速流计算的收敛速度,流速

越低这一现象越明显。虽然对于每个迭代步,预处

理计算量要比无预处理大20%左右, 但与可减少

的迭代步数相比, 这是可忽略的。为了保证以下所

讨论的结果都是收敛解, 每一个工况都要求其残

差下降5个数量级。这对于无预处理格式的计算

量是非常大的,在这里借用了超级计算机深腾

图1　收敛史

Fig. 1　Converg ence hist or y

图2　无预处理时流场等压线

Fig . 2　Isov alues o f the pr essur e without

pr econditioning
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6800的帮助。

图2( a)表示的工况是进口总压14 300 Pa, 总

温293 K,出口静压14 000 Pa,相应的进口马赫数

Ma in约为0. 1。计算格式采用未用预处理修正的

Harten- TVD格式。可以看到,等压线在基本形

状上符合经验,但不光滑。改变进口总压, 计算更

低马赫数流动的情况。图2( b)工况进口总压为14

006 Pa, 相应的进口马赫数约为0. 01。图2( c)工况

进口总压为14 000. 1 Pa, 相应的进口马赫数约为

0. 001。能够看出, 随着进口马赫数的降低, 计算结

果也逐渐恶化。当Ma in= 0. 01时,等压线已经非

常的不光滑,只在大概形状上还与图2( a)有一些

相似之处。当Main= 0. 001时,整个流场变得杂乱

无章,已经失去的计算的意义。

图3　有预处理时流场等压线

Fig. 3　Iso values o f the pr essur e w ith

pr econditioning

图3的计算参数与图2一致,但计算格式是预

处理修正后的Harten- T VD格式,即公式( 6)。可

以看出,图中等压线分布光滑正常,即使在Main=

0. 001这样的极低速流动条件下, 计算结果也比

图2( a)为好。同时可以注意到,图3( b)与图3( c)压

力分布非常相似,而且与图3( a)基本一致。这与文

献[ 5]观察绕机翼外流的计算现象是一致的。图3

( c)中的等压线略有毛刺,这是由于压差过小, 而

绘图软件是单精度造成的。

图4　叶片表面压力分布比较

Fig. 4　Pressur e distribution on the cascade

进一步比较叶片表面的压力分布, 如图4 所

示。图中实验数据取自文献[ 9] ,横坐标 x 为沿叶

片表面的距离, C 为吸力面长度,纵坐标cp 为压力

系数, cp = ( p 0- p ) / ( p 0- p 2 ) , 其中 p 0 为进口总

压, p 2 为出口静压。实验中, 在吸力面 x / C 约为

0. 8处,开始转捩。由于转捩预测是一个专门的问

题,这里不予考虑。当不计转捩及其造成的影响

时,可以认为,预处理后的格式,计算结果与实验

吻合的相当好。叶片前缘处分别向压力面与吸力

面,其压力系数急剧分化。吸力面压力系数先上

升,随后在进口段产生一个小的扩压区,这是冲动

式叶栅的特点。在x / C 约为0. 05处压力系数重新

开始上升,并在 x / C约为0. 5处达到最大,随后开

始扩压,直至出口。有意思的是, 不同进口流速, 其

压力系数分布几乎重合在一起,这与等压线图表

现是一致的。原因也许是,低速流耗散特性基本为

线性。至于无预处理计算的压力分布,对应图2, 当

Ma in= 0. 1时,压力面上数据与实验基本一致, 但

在吸力面上, 计算结果在数值上与实验有相当大

的误差, 压力线形状上也有出入。而当Ma in= 0. 01

时,吸力面上的压力系数分布,无论是数值还是形

状,误差均进一步加大,同时压力面上的结果也出

现了相当大的误差。这时的计算结果,已没有意义

了。Main= 0. 001 的结果更加恶化, 由于过于杂

乱,这里不再给出。以上分析表明,二阶激波捕获

格式, 由于过大的耗散, 若不进行修正,是不能用
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于低速流的计算的。

4　结　论

　　一般的激波捕获格式, 用于低速流计算,不仅

仅收敛速度慢,而且不能得到正确的结果。而利用

预处理技术修正格式, 则有合适的收敛速度,并可

以计算出满意的结果。本文讨论了基于守恒变量

的预处理方法, 并给出了预处理修正后的低耗散

Harten-T VD格式。这提供了一种可行的方法, 使

得一套代码, 可以同时处理可压缩流和不可压缩

流。通过模拟低压涡轮叶栅T 106的流场, 表明了

在低速与极低速流条件下, 预处理后的格式都可

以工作良好。同时,一个值得注意的现象是,对于

无粘流动, 在低速条件下, 无论进口马赫数是多

少,流场内压力分布都是相似的。
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